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CAPITOLUL 1. PERMUTARI

ELEMENTE TEORETICE

Cu toate ci in clasa a XI-a capitolul despre permutari are un rol secundar, o buni
intelegere si folosire a acestuia deschide calea spre o abordare cu succes, in clasa
a XlI-a, a structurilor algebrice. Vom revedea atunci, intr-un context mai larg, multe
dintre metodele si ideile utilizate in problemele teoretice legate de permutiri. Mai mult
decat atat, in multimea permutarilor de un anumit grad vom gési de multe ori exemple
si contraexemple sugestive legate de anumite proprietiti ale legilor de compozitie
necomutative. Sunt doar citeva motive, puternice insd, ce recomanda o studiere atent
a temei de catre toti cei pasionati de algebra.

Vom trece in revista notiunile si notatiile care apar in manualele gcolare.

1. Daci A este o multime nevids, atunci orice functie bijectiva f:4—4 se nu-
meste permutare a sa. Multimea S(A) a tuturor permutarilor multimii 4, impreund cu

operatia de compunere a functiilor, se numeste grupul simetric sau grupul substi-
tutiilor ui A.
Dacd pentru ne N' avem multimea 4={a,,a,,...4, }, atunci functia bijectiva

fiA-4, f(a,)=a,, Vke{l,2,..,n} este bine determinatd de functia bijectivd
6:{1,2,..,n} >{1,2,..,n}, o(k)=i, ,Vke{L,2,.,n} sireciproc. De aceea, este
suficient si studiem comportamentul permutarilor multimii {1,2,..,n}, numite si

permutari de grad n. Notim cu §, sau O, mulfimea permutdrilor de grad » si cu
litere mici grecesti elementele sale. $tim ¢ S, are n! elemente.

1 2 3 = n
Permutarea o€ S se reprezintd astfel: o= .
T [0(1) o2 o@) .. o(n)J

o fiind o functie bijectivd, avem: {o(1),6(2),..,0(n)}={12,... n}.
2. Pentru ne N*, functia identicd a multimii A4 ={ 52,05, n} se noteaza cu
Lobdioes vian B
e=
172 3. n
si se numeste permutarea identicd de gradul n.

Deoarece multimea S, ={e} contine doar permutarea identic3, atunci cdnd nu vom

specifica altfel, vom considera, in tot capitolul, cd avem de a face cu multimea S, , cu
neN,n22.
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3.Pentru i, je{1,2,..,n}, i#j, numim transpozitie permutarea
[ SR o ks SRR
T o= €S .
d (1 S R R n] §
Transpozitia T, diferd de permutarea identici doar pentru argumentele i §i j.
J, k=i
Altfel spus, t,(k)=<1i, k= . kel RoE S
k, ke{i,;}

4. Uneori, transpozitiile se noteazi astfel: 7, = (i ;) sau 1, =(i, j).

S. Dacd ne N, operatia de compunere a functiilor se defineste pentru orice dous
permutéri din S,. O numim produsul permutirilor.

Stim c& produsul oriciror doud permutiri este tot o permutare.

Produsul permutrilor este o operatie asociativd, permutarea identic3 este elementul
neutru al acesteia §i functia invers3 a oricirei permutdri din S, este tot o permutare.
Mai mult, pentru >3, produsul permutirilor este o operafie necomutativa.

def
6. Pentru o€ S, , considerimci o’ =e.

Daci ne N*, atunci o™ g(c“ )_1 .Mai mult, 67" = (o"1 )".

L = e B
7.Pentru i,je{1,2,..,n}, i#j, Ty =T h=es T =1,

8. Numiirul tuturor transpozitiilor de gradul » este egal cu numirul submultimilor

n(n-1)
2

cu doud elemente ale multimii 4={1,2,..., n}. BExisti C? = transpozitii de

gradul ».
9. Pentru i, je€{1,2,..,n}, cu i#j, perechea (i, j) se numeste inversiune a
L]
o(i)>o(j)
Notdm cu m(c) numirul inversiunilor permutdrii G.

permutdrii ce S,, daci {

Numarul m(c) este mai mic sau egal dect numdrul perechilor ordonate (i, j),
cu i, je{l,2,..,n} si i<j. Asadar, VneN', VoeS,, 0<m(o)< n(nz—l).

10. Atentie la faptul ci la inversiuni notatia (i, j) reprezinti o pereche ordonatd

de numere naturale, pe cand transpozitia T, =(i, Jj) este o permutare, deci este o
functie.
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11. Numirul e(c)=(-1)"® se numeste semnul (signatura) permutérii o€ S,.
Daci ¢(6)=1, spunem ci G este o permutare pard, iar dacd €(c)=-1, spunem

cd O este 0 permutare impard.
Orice transpozitie este o permutare impara.

12, Dac3 o€ S,, atunci €(0)= H M.

1si<jgn J
13. Daca ne N* i 0,0€ S, , atunci €(c-0)=¢€(0)-€(6).
14. Notidm cu 4, mulfimea permutirilor pare de gradul » (grupul altern de gradul n).
Multimea 4, are _r;_' elemente §i este stabild fatd de produsul permutirilor, adica

V6,0€ 4, ,avem 0-6€ 4,. Maimult, ee 4, si Voe 4, = 07 €4,.

in cele ce urmeaza, vom defini ordinul unei permutdri, o notiune cu care ne vom
intalni in clasa a XII-a, in cazul general al structurilor algebrice. Uneori, pentru a putea
determina mai usor acest ordin, este bine si folosim descompunerea permutarii intr-un
produs de cicluri independente.

1.1. Definitie. Fie ke{2,...,n} si iy yy.s i €{1,2,...,n} distincte.

1 s B s b d ipaail s

n
Permutarea (i, iy, ..., i) =( ] se numeste ciclu de
n

141 g O Dy e
lungime k.
Altfel spus, 6=(i,iy...,i,) dacd o(i)=b,,0(h) =k ».s O (i) =4, 0 (i) =i

si Vie{L,2,...n}\{i,i,....0i,}, o(i)=i.

1234 . 1 23 45
1.2. Exemplu. Avem (1,3,4)= 3159 1eS4 si (1,3,4)= S0 €S;.

4
(1,4,3)=[‘1‘ i :: 3)& S, si (1,4,3)#(1,3,4), deci este importantd ordinea

elementelor unui ciclu.

1.3. Observatie. Orice transpozitie este un ciclu de lungime 2.
Vom folosi de multe ori notatia T, =(i j) pentru o transpozitie, pentru a nu

confunda permutarea precedent cu perechea ordonati de numere naturale {aids

1.4. Observatie. Pentru a scrie ciclul (i, i,...,i,), putem folosi notatia
(3435 +.+» iy, iy ) Sau orice permutare circulard a componentelor ciclului.

De exemplu, (1,4,3)=(4,3,1)=(3,1,4)€ S;.
Algebra. Clasa a XI-a | 15



1.5. Observatie.
Inversul ciclului ¢ = (i, iy,..., i, )€ S, este ciclul ¢ = (i poyp s )€ S,

L.6. Definitie. Fie £,/€ {1,2,...,n} si ciclurile ¢, =(i, b0 )€ S, si
¢, =(Ji»Jps-.» j;)€ S,. Spunem ci ciclurile sunt independente (disjuncte) daci
{ilsiz""’ik}ﬁ{jls Jaseeos .]1} =J.

L.7. Propozitie. Fie ciclurile independente ¢, c, € S, . Atunci, ¢ ¢, =¢, .
L.8. Propozitie. Fie ke {1,2,...,n} siciclul ¢ Bl gttt J€ S

Atunci, (B tysensie )= (s 8 ) (s ey ) oo (30 By )

1.9. Consecinti. Fie ke {1,2,...,n} siciclul ¢ =i hyunl JEIS

Signatura sa este: e(e)=¢e((i, s ... p))=(-1)""

1.10. Propozitie. Orice permutare din S, se poate descompune intr-un produs finit
de transpozitii.
Demonstratie: Fie ce S,. Vom demonstra afirmatia prin inductie dupd numarul
m_al acelor numere i€ {1,2,...,n} pentru care o(i)#i (deci care nu sunt puncte
fixe pentru o).
Pentru m =0, toate elementele permutarii & sunt fixe, deci 0 =e = (12)( 12).

Fie ke N, k<n-1. Presupunem ci afirmatia este adeviratd pentru toate per-
mutdrile din S, care au cel mult k& puncte care nu sunt fixe. Fie oe S, o permutare

care are k+1 puncte care nu sunt fixe. Fie ie{1,2,...,n} cu o(i)=j#i.

Considerdm permutarea o'=(i j)o. Fie ke{1,2,...,n} cu o(k)=i.

Avem ci o'(i)=i si VIe{l,2,...,n}\{i,k}, o/(/)=0(l). Asadar, permutarea
o’ are cel mult k puncte care nu sunt fixe si aplicand ipoteza de inductie, o putem
descompune intr-un produs de transpozitii. Cum o=(i j)o’, rezultd ci putem des-
compune §i O intr-un produs de transpozitii. Din principiul inductiei noetheriene
rezultd concluzia.

2 345
1 5423

Identificim, de la stinga la dreapta, prima coloani care nu are elementele egale.
In exemplul nostru este vorba despre cea de-a doua coloand, cici avem o(2)=35,

Inmultim la stdnga permutarea initiald cu transpozitia T,s . Obfinem:
1 PRoA30 ABN102 1344, 5 1-2 = §vgais
Tys ' O= = =0,.
1 5§ 3 4 20188841 83 1,25 448 28
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1.11. Exemplu. Descompunem © = ( Je S in produs de transpozitii:



Deoarece in o, prima coloand care nu are elementele egale este cea de a treia §i
o,(3)=4, inmultim la stdnga egalitatea anterioard cu transpozitia T,,:

1:2. 8- 4 54 34550 (1. 2.3 453
Tyy ' Tps "0 = = = Tys -
' 2 4 3502 45 .5) L1 23904
fnmultind la stinga ultima relatie cu 7,, obtinem: T2, Tps - O =Ty, Tys, adicd
T |

Tps 0= Ty Tys & O=TpsTyg  Tys

1.12. Consecintd.
Orice permutare pari se poate descompune intr-un numdr par de transpozitii. 7
Orice permutare impar3 se poate descompune intr-un numar impar de transpozitii.

Demonstratie: Se aplicd propozitia 1.10 si faptul ca orice transpozitie este impara,
iar signatura produsului permutdrilor este egald cu produsul signaturilor acelor
permutari.

1.13. Observatie. Multimea S, e generatd de mulfimea transpozitiilor sale. Adica,
orice permutare din S, este un produs finit de transpozitii. '

Deoarece (i, j)=(1, i)(L, 7)(L ), Vi, je{l,2,...,n} cu i#j, permutirile din
multimea G, ={(1, i e ol e n)} genereazi S,. Spunem ca mulfimea G, este un
sistem de generatori pentru S,.

Alte sisteme de generatori pentru S, sunt:

G, ={(1,2),(2,3),.... (n-Ln)} si G={(12). (L, 2,0 )
intr-adevar, din faptul ¢ V ke {2,...,n},avem (L k-1)(k-1k)(Lk-1)=(Lk),
rezultd inductiv ci elementele lui G, le genereaza pe cele ale lui G;, deci pe toate
permutérile din S,.
Deoarece Vke{2,..,n-1}, (1, 2,...,n)~(k—1,k)~(n,n—l,...,l)=(k,k+1),
rezultd inductiv ci toate elementele lui G, sunt generate de cele ale lui G, agadar
aceastd din urmd multime este un sistem de generatori al lui S, .

1.14. Propozitie. Pentru orice permutare € S, existd ke N * astfel incit " =e.

Demonstratie: Daci o =e, atunci, evident, k=1 este 0 solutie.
Daci oO#e, atunci, deoarece pentru orice me N* permutdrile o, 6%,..0",... fac
parte din mulimea finitd S,, rezultd ca existd i, je N, cu i<j, astfel incat
; ; o' bjj :
o' =o’ . Obtinem: ¢’ =0’ < o' -e=0'-0'" & e=0’" sialegem k=j-ieN".
1.15. Definitie (ordinul unei permutiri). Fie o€ S,. Se numeste ordinul
permutirii ¢ cel mai mic numir te N* astfel incat o' =e.
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1.16. Observatie. Ordinul permutarii ce S, se noteazd ord(c).
Este evident ci daci oe §,, atunci ord(c)<n!.

Acceptim fird demonstratie (pani in clasa a XII-a) urmitoarea:

L.17. Propozitie. Daci o€ §,, atunci ord(c)|n!.

1.18. Propozitie. Fiece S,, cu ord(c)=t si ke Z astfelca o* =e.
Atunci, 7|k.

Demonstratie: Din teorema imparfirii cu rest, existd si sunt unice keZ,
o ,r=m, astfel incdt k=7 -k +r. Avem e=¢" =(c’)k' ‘o' =0".

Deoarece 0<r <t §i ¢ este cel mai mic numir din N* astfel incat o' =e, rezulta
cd r=0, deci #|k.

1.19. Propozitie. Fie ke {2,...,n} siciclul c=(i,, iy,...,i, )€ S,.

Atunci, ord(c)=k.

1.20. Propozitie. Fie o,1€ S,, astfel incAt 6T=10. Atunci, ordinul permutérii
o1 este cel mai mic multiplu comun al ordinelor permutirilor 6 i 7.

1.21. Propozitie. Orice permutare ce S, \{e} se poate descompune intr-un
produs de cicluri independente (disjuncte). Mai mult, aceasti descompunere € unici.

Demonstratie: Se foloseste aceeasi idee ca in propozitia 1.9., inmultind la stinga
permutarea G cu ¢ =c”', unde c=(i,i,...,i,)e S, este ciclul permutirii &
pentru care j; este minim.

I 2=8 45 5506 718 59

1.22. Exemplu. ¢ =
FIRIFE0L46.. 8. 1 544

]=(137)(49)(568).

1.23. Observatie. Dacd permutarea e S, este descompusd intr-un produs de

cicluri disjuncte, atunci ordinul permutirii ¢ este cel mai mic multiplu comun al
ordinelor ciclurilor componente.

. 1 23 456 7 89
1.24. Exemplu. Fie o=

=(1,2,5,3)-(4,9,6).
251934786J( )(4.9.6)

Avem ord((1,2,5,3))=4 si ord((4,9,6))=3, iar ciclurile (1,2,5,3) si (4,9,6)
sunt independente, deci ord(c)=12.

1.25. Observatie. Putem considera, formal, ci punctele fixe ale unei permutari
o€ §,, adicé acele numere i€ {1,2,...,n} pentru care o(i)=i, sunt cicluri de lun-
gime 1. Consideram ci aceste cicluri au ordinul 1.
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Cu aceastd conventie, pentru orice o€ S,, existd re N si ciclurile disjuncte
€1y Cyy.nnC,, astfelinclt o=c -, ...oc, §i ord(c)+ord(c,)+...+ord(c,)=n.

1.26. Exemplu.

I DR
Fie 6= (1,3,9,4)(2,8,6
166(389152764} 58):1D):

)

i (

(5

Avem ord((1,3,9,4))=4, ord((2 (2,8,6))=3, ord((5))=ord((5))=1
iar ciclurile (1,2,5,3), (4,9,6), (5) si (7) sunt disjuncte, deci ord(o ) 12
si ord((1,3, 9,4))+0rd((2,8 6 )+ord( ))+ord( )

1.27. Observatie (Cauchy). Pentru &, k,,...,k, € N, ne intereseazi cate permu-
tari existd in S, care si se poatd descompune intr-un produs de tipul Wik i 1
adica permutari care si aibd k, cicluri de lungime 1, k, cicluri de lungime 2, ..., k

cicluri de lungime n si toate aceste cicluri sé fie disjuncte.
Asadar, trebuie si avem &, -1+k,-2+...+k,-n=n.

Notand k, =m,, k,_, +k,=m,,....k +k,+...+k,=m,, obtinem:
m<m<..<m, $i m+m+...+m, =n.

Daci gasim n-uplurile (m,m,,..., mn) cu proprietatile de dinainte, vom afla si
tipurile de descompunere (k,, k..., k,) posibile in S, . Proceddm astfel:

a) Scriem toate n-uplurile (m,,m,,...,m,), cu m,m,,...,m, €N, astfel incat
m<m,<...<m, si m +m,+...+m,=n (numite, formal, partifiile lui n).
Cu ajutorul numerelor m,, m,,...,m, se determind lungimile (si ordinele) ciclurilor
care apar intr-o permutare din S, .

b) Calculim k, =m,—m, , k,=m,  —m, ,, .., k,_ =m,—m si k,=m siob-

tinem n-uplul (k, sy kn) . Deoarece avem n = Zz -k, , in S, vor exista permutiri

i
i=1

care si aiba tipul de descompunere (k. ky, ..., k,).
Cauchy a demonstrat ci numdrul tuturor permutdrilor din S, care sunt de tipul
n!

ol bbbk, V128

1.28. Exemplu. Determinidm toate tipurile de descompunere posibile in S, si

permutirile de tipurile respective.
Partitiile lui =4 sunt: (0,0,0,4),(0,0,2,2),(0,0,1,3),(0,1,1, AN N T

L Pentru (m,m,,m,m,)=(0,0,0,4) obtinem k =m,—m,=4, k,=my—m, =0,
ky=my,—m =0si k,=m =0.
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Tipul de descompunere este (4, 0,0, 0), verificat doar de permutarea identica.
IL Pentru (m,, m,, my, m,)=(0,0, 2,2) obtinem k, =0, k,=2, k, =0 si k, =0.
Tipul de descompunere este (0,2,0, 0), deci permutdrile trebuie si fie produsul a

douad transpozitii disjuncte.
Permutdrile de acest tip sunt (1,2)(3,4),(1,3)(2,4),(1,4)(2,3).
)

IIL. Pentru (m, m,, m;, m,)=(0,0,1,3) obtinem k, =2, k=1, k, =0 si k, =0.

Tipul de descompunere este (2,1,0,0), deci permutirile de acest tip sunt cele 6
transpozitii: (1,2),(1,3),(1,4),(2,3),(2,4),(3,4).

IV. Pentru (m, m,,m;, m,)=(0,1,1,2) obtinem k, =1, k, =0, k, =1 si it ={F.

Tipul de descompunere este (1,0,1,0), deci permutrile de acest tip sunt ciclurile

de lungime 3, in numir de 8.
V. Pentru (m,, m,, m;,m,)=(1,1,1,1) obtinem k, =0=k, =k, si k=1,

Tipul de descompunere este (0, 0,0,1), deci permutirile de acest tip sunt ciclurile

de lungime 4, in numar de 6.
Reunind permutirile de cele 5 tipuri, obtinem toate permutarile din S, .

1.29. Definitie. Spunem ci permutirile o, e S, sunt conjugate daci exista xe S,
astfel incat B=x" o x.

1.30. Observatie. Daci permutirile o, e S, sunt conjugate, notim aceasta cu

oa~p.
Se aratd usor cd relatia de conjugare este o relaie de echivalents (reflexiva,
simetricd §i tranzitiva). Aceastd relatie va fi foarte folositoare in clasa a XII-a.

1.31. Propozitie. Doud permutdri din S, sunt conjugate daci si numai daci au
aceeasi structurd ciclica (acelasi tip de descompunere).

PROBLEME DE ANTRENAMENT

1.A.1. Demonstrati cd nu existdi ne N, n>3, astfel incat Voe S, 0" =e.

Solutie: Alegem un ciclu ce S, de lungime n—1.Dar ord(c)=n-1 [n ,deci ¢" #e.

1.A.2. Fie ke N, k22. Determinati xe S,, astfel incat
x2—1 2 3 4 ... 2k-3 2k-2 2k-1 2%
G SRS SR gptly 1o 2 THGRE
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Solutie: Avem de rezolvat ecuatia x*> =c, unde permutarea

i (1B, Simoi 2k 7352k 1, 2, % ) 2k) este un ciclu de lungime 2k.

Atunci, e(x2)= (e(x))2 =1, deci x* este o permutare pard, iar €(c)= (—I)Zk_I ==

asadar ¢ este o permutare impara. In concluzie, ecuatia x* =c nu are solutii.

1.A3. Fie neN" si ke{l,2,..,n}.

Demonstrati ¢ functia f:S, —S,, f(0)= o' este surjectivi & k=1.
Solutie: Implicatia ,,<=" este evidenta.

,,=>" Presupunem ci existd ke { 5 e n} pentru care functia este surjectiva.

Alegem un ciclu ce S, de lungime k. Avem f(c)= c* =e, deci f nu este injectiva.
Asadar, f nu este surjectiva.

1.A4. Fie HcS,, H#, astfelincit Vo,1€ H, 6-1€ H . Aratati ca:
a) permutarea identicd e€ H.
b) daci o€ H, atunci 6 € H.

Solutie: a) Fie ce H. Se aratd prin inductie ca Vke N°, o e H. Multimea H
fiind finita, existd i, je N, i< j,astfelincdt o' =¢’, deci e=c'"€ H.

b) Daci 6=ec H ,atunci 0 =e€ H .

Daci o€ H\{e}, atunciexista ke N, k22, astfel inct o' =e,

Obtinemcid 6'=¢""e H.

1.A.5. Aratatica Ve {O, 1,.85 C,f } ,in S, existd permutdri cu exact ¢ inversiuni.

1 D, i ... n=2 n-1 n

Solutie: Permutarea €' = : are C in-
R T R R | 2l

versiuni. Vom demonstra ci dacd gisim ce S, care are k inversiuni, cu k=1, 6,

atunci gisim si o permutare T€ S, care are k—1 inversiuni. (1)

Fie 6e S, o permutare cu k=1, Cf inversiuni. Atunci, existd un indice j=1,n-1
maxim astfel incét perechea ( Tl 1) este o inversiune a lui ©.
o3 e = et B
Alegem permutarea t€ S,, T(i)=<0(j+1), i=j
o(j) ni=j+1
Permutarea T=0(j, j+1) are toate inversiunile lui o, in afara de (7,7+1).

in (1) inlocuim succesiv pe k cunumerele C;,C, ~1,...,1 si obfinem rezultatul.
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1.A.6. Aritafi i Vne N, Y m(o)=”?c3.

Solufie: 5) Fi e [ 1 5 SR i saplodie e Lo g J
olutie: a) Fie permutirile 6=
GL) (R )uis- c(] o(n)
e 2 ol n+1—t
9% 6(n) o(n-1) .. o(f) .. ol
Avem ca (i,j) este inversiune in 0 < (n+1 J,n+l—z nu este inversiune in ¢’
<] +l1-j<n+1-i
i j e f . 4 n %, Asadar, m(c)+m(0’)=C.
o(i)>o(/) o(j)<o(i)
~ | |
Impartim mulfimea S, in n? grupe (0,0”) siobtinem ci Zm(o)=%-Cf.
oeS,

1.A.7. Artati cd pentru orice permutare e S, \{e} si pentru orice € N" astfel incét
m(G) 21, existh ¢ transpozitii T,,7,,...,T,€ S, astfel incat m(t, -...1,-0) =m(c)-¢.

Eugen Pditdnea
Solutie: Deoarece o€ S, \{e}, putem alege un indice j, =1,n—1 minim astfel incat
perechea (i, j, +1) este o inversiune a lui . Fie m(c)=k21.

Atunci, permutarea o, =(0(j;),0(J, +1))-© are toate inversiunile lui o, in afard de

=T,
(Ji» i +1), deci m(t,-0)=m(c)-1.
Dacd o, #e¢, alegem indicele j,=1,n—1 minim astfel incit perechea (j,, j, +1)

este o inversiune a lui ¢. Permutarea o, =(0,(/,),0,(/, +1))-7,-© are toate inver-

siunile lui ©,, in afard de (j,, j, +1), deci m(t,1,-6)=m(c)-2. Continuim pro-
cedeul si dupd un numir finit de pasi obtinem rezultatul.

1.A.8. Se considerd ne N, n23 si permutarea ce S, cu o(1)=1 si o(2)=2.
Arétati cd numirul permutérilor pare din S, care comutd cu ¢ este egal cu numarul

permutdrilor impare din S, care comuticu o.

Gabriela Burghelea,
GM 9/2012

Solutie: Notim cu H multimea permutirilor din S, care comuti cu ©.
Observdm mai intéi ci dacd o, Be H, atunci

(4B)o = (o) = (0B) = (00)B = (oe)B=0(aB).
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Asadar, Vo,Be H = ofe H. Maimult, transpozitia (1,2)e H.

Definim functia f:H —H, f(x)=(1,2)-x. Se aratd usor ca f este bijectiva.
Mai mult, VxeH, & f(x))=-¢(x).

Atunci, daci xe H, avem: x este permutare pard <> f(x) este permutare impar.

Asadar, numarul permutdrilor pare din H coincide cu cel al permutérilor impare din H.

1.A.9. Daci x,, x,,x; € (1,2), demonstrati ca

Voes;, 1632 <| x, + = Ky 4 {x3+ 3 <27,
Xo(1) Xs(2) Xs(3)

Solutie: Avem: Vxe(l,2), x+ c <3 (*).
x
Folosind inegalitatea mediilor, obtinem:
o e B
’ ) ’ x]+x2+x3+;=+}—-=+x— ®
P=[x1+ [x2+ [x3+ ]s L2231 <27
(1) 5(2) Xo(3) 3
§i P=[x1+ g | pf g A ] i Lo st-\/le -\[2"2 -J2x3 =162
Yoy )\ Xo2) )\ Xo(3) Yoy \Xo2) \ Ko
& k1
1.A.10. Determinati 6e S, astfel incat Vke{2,..,n}, D, .
= c(z)c(z + 1) k
Dana Heuberger
Solutie: Pentru n=2, cele doud permutdri din S, sunt solutii.
k=2 L
Pentru n23 §i ke{3,..,n} oarecare, avem » — : —= Lt si, inlocuind in
= o@o@+1) k-1
1 skl ik~

relatia din enunt, obtinem:

o(k-Dotk) k k-1
Asadar, Vke{3,..,n}, o(k-1)-0(k)=k-(k-1).
Obtinem cd o(n-1)-o(n)=n-(n-1) si cum o(n-1)-6(n)<n-(n-1), egalitatea
o(n=-1)=n-1 o(n-1=n
sau ;
o(n)=n o(n)=n-1
fn primul caz, obtinem c=e.
fn cazul al doilea, obtinem n-o(n—-2)=(n-2)(n-1), adici n/2, fals.

are loc daca i numai dacé {
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PROBLEME DE OLIMPIADA

1 2 ... n-1
1.0.1. Fie ne N, n22 . Determinati xe S, astfel incat x* = (2 ) ’;J
n

1.0.2. Pentru permutarea Ge€ S,, notim cu k cel mai mic exponent din N* astfel
incat ¢* =e si definim functia
for{lL2,..n} N, £ (i)=0(i)+0>(i)+...+ 0" (i).
a) Determinati 6€ S, pentru care functia f, este constanta.
b) Determinafi € S, pentru care functia f, este constanti.
Dana Heuberger
1.0.3. Fie p un numar prim si Gc S, astfelincit Vo,7e G = o0-1€G.

Daca G conine o permutare de ordinul p si o transpozitie, aritati ci G =S 1

1.04. Fie neN, n22 §i ke {0,1,...,n}. Notim cu p, (k) numirul permutarilor

din §, care au exact k puncte fixe. Aritati ci p,(n)=1, p,(n-1)=0 si

Vke{0,1,....,n=2}, p,(k)= "’(1 e (_I)n—k].

TR 20 30 (n=k)
Reamintim ¢ i€ {0,1,...,n} este un punct fix al lui ce §, < o(i)=i.
LOS. Fie neN, n22 si ke{0,1,...,n}. Notim cu p, (k) numirul permutarilor
din S, care au exact k puncte fixe. Aritati ca Zn:k- p,(k)=n!.

k=1
Olimpiada Internationald de Matematicd, 1987

1.0.6. Fie ne N, n>2 si ke N.
Notdm cu g, (k) numérul permutirilor din S, care au exact & inversiuni.

a) Aratatici q,, (k)= q,(k-j).
Jj=0

(Dacdavem k—j<0 sau k—j> , atunci consideram ci g, (k—j)=0.)
b) Calculati g,(1), ¢,(2) si g,(3).

1.0.7. Fie ne N, n>3 si T, S, multimea tuturor transpozitiilor de gradul ».

n(n-1)
2

Dacd A={t,t,...,1,} T, este o multime de transpoziii care il genereazi pe 5
ardtaticd m=>n-1.
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1.0.8. Fie ne N, n=2. Notdim cu p, numdrul permutdrilor din S, care au exact
dou# inversiuni si cu g, numirul permutdrilor G€ S, pentru care existd un singur
numir i€ {1,2,...,n—1} astfel incat o(i)>o(i+1). Rezolvati in mulfimea nume-
relor naturale ecuatia g, =2+p,.

Constantin Ursu

1.0.9. Fie n>2 si c unciclude lungime m>2 din S,.Fie a=c*, cu ke N".
a) Aritati ci ord((x)=’—;—, unde d=(m,k).
b) Aritati c& o se poate scrie ca un produs de d cicluri disjuncte, fiecare avénd
lungimea Lid

o

1.0.10. a) Demonstrati ci oricare ar fi 61 de permutiri din S;, existd printre ele doud

care comuta.
b) Demonstrati ci oricare ar fi 61 de permutéri din S;, exista printre ele doud care nu

comuta.
Ion Savu

1.0.11. Fie ne N, n>3. Pentru p=1,n, definim multimile 4, =402, 0 nk o}
si B, ={(a,b)e A, x4, ‘a <b}. Determinati permutirile ce S, astfel incat pentru
orice pe{1,2,...,n} siavem > o(a)o(b)2 > ab.

(

a,b)eB, (a,b)eB,

Manuela Prajea

SOLUTIILE PROBLEMELOR DE OLIMPIADA

1.S.1. Avem s(x2)=(t-:(x))2 =1, deci permutarea din membrul drept trebuie sa fie

pard, pentru ca ecuatia x’ =¢ s poatd avea solutii.

Cum Cn__ci'l 2 ... n—1 n
35000 )

e(c)=(-1)"", rezultica n=2p+1, cu peN".

Fie x=(1 it D p+1 DAL biesr 1D 2p+1 j
x(1)- #(2) . gy 2(p+1) x(p+2) ... %(2p) x(2p+1)

Fie i=1,2p. Din ipotezi, avem x(x(i))=i+1.

] =(1,2,...,n) este un ciclu de lungime n, deci
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Daci x(i)’:kSZp , atunci x(i+l)=x(x(x(i)))=x(x(k))=k+1 (1)
Notim x(I)=a=2. Avem x(a)=x(x(1))=2.

Presupunem c& a< p+1.Din (1) rezultd x(2)=a+1,apoi x(3)=a+2 s.am.d.
Dupa un numdr finit de pasi, obtinem c¢a x(a)=a+a-1=2a-1, contradictie cu
x(a)=2.Asadar, a> p+2.

Dacd am avea a=2p+1, atunci ar rezulta 2=x(x(1))=x(2p+1).

Apoi, x(2)=x(x(2p+1))=1 si din (1) obtinem ca x(3)=2=x(2p+1), fals.

Asadar, a<2p.

Din (1) obfinem x(2)=a+1, apoi x(3)=a+2 samd.

Dupa un numir finit de pasi, obtinem ¢ x(2p+2-a)=a+(2p+1-a)=2p+1.
—

Apoi, 2p+3—azx(x(2p+2—a))=x(2p+1) si lzx(x(2p+l))=x(2p+3—a).

ip
Obtinem 2p+4—a:x(x(2p+3—a))=x(l)=a S a=p+2.
Folosind relatia (1) deducem ci singura solutie este permutarea

1 VIR R pHl. p+2 ... 2p 2p+l
x= .
P 2.0 pi Jliun2ipe el 2. 58 a8l prc it

1.8.2. a) Solutiile sunt transpozitia (1 3) si ciclurile de lungime 3.

b) Sa observim c& permutarea identici nu este o solutie. Fie o€ S, \{e}.

1. Dacd G6=(ij) esteo transpozitie, atunci ord(c)=2.

Pentru m, m,e{1,2,3,4}\{i, j}, f,(m)=2m si f,(m,)=2m,, deci functia f,
nu este constanta.

2. Daca c=(i, j, k) este un ciclu de lungime 3 si {1}={1,2,3,4}\{i, j, k}, atunci
obtinem 1. (i)=f.(j) = £.(k) =i+ j+k=3l=£.(1) = {i, j,k}={1,2,3} sau

{1, , k1 =12,3,4},

In primul caz, i+ j+k=6#12=3/, iar in cel de-al doilea, i+ j+k=9£3=3],
deci 6 nu este o solutie.

3. Daca o=(ij)(kI) cu {i.j,k,1}={1,2,3,4}, atunci ord(c)=2

Daci te{i,j}, atunci f,(¢)=i+j,iar daci te{k,1} atunci f (t)=k+lI.
Asadar, f; esteconstantdi & i+ =k+/ & o=(14)(23).

4. Dacd o este un ciclu de lungime 4, atunci ord(c) =4 si
Vie{l,2,3,4}, f,(i)=1+2+3+4=10.
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