
Coordonator VASILE POP

Vasile Pop Dana Heuberger

MnrrMATlcA DE EXcELENTA

pentru concursuri, olimpiade gi

centre de excelenftr

Clasa a Xl-a

Volumul l. Algebri
Editia a ll-a, revizuitd, gi add,ugitd



CUPRINS

TrsIpINITIALE..... ...........9

Sor,uTrIr,n rEsrELoR INITIALE ......'.10

1. PpniraurApu(DANAHEUBEncTn) .......... ...'...........13

2. M,c,TRrcs oE oRDINLTL DOI 9l erltcllu (VASILE POP) .................39

3. Mnrrucr oE oRDINUL /, (Vlsrcr Por, DANA HEUBEncen) "'....... ...................82

4. DereRMrNeNTI spsclAll (Vesllr Por)...'.. ..........122

5. Merucr cU BLocuRL RANGUL I-INEI uarruCe (Vnspe POt, DANA HEUBEncrn)................ 145

6. Marrucr pE oRDINLIL DoI gI TREI cA TRANsronvAru GEoMETRICE

lN rulN gr iN spATru (VAsILE Por) ............ .........174

Tnsrr FTNALE ..............192

Sor,uTrrr,r rEsrELoR FINALE......... ....................194

BrBLrocRAFrE................ ..................199



CAPITOLUL 1. PERMUTARI

EITMTNTT TEORETICE

Cu toate c[ tn clasa a XI-a capitolul despre permutlri are un rol secundar, o bunl

lntelegere gi folosire a acestuia deschide calea spre o abordare cu succes, in clasa

u kII--u, 
" 

ttto.t titor algebrice. Vom revedea atunci, tntr-un context mai larg, multe

dinhe metodele gi ideile utilizate in problemele teoretice legate de permu6ri..Mai mult

dec6t at6t,ln muilimea permut[rilofde un anumit grad vom glsi de multe ori exemple

gi contraexemple'sugestive legate de anumite proprietfii ale legilor de compozilie

necomutative. Sunt d-oar cflteva motive, puternice ins[, ce recomandl o studiere atentii

a temei de c[tre tofi cei pasionafi de algebr[.

Vom trece in revistl nofiunile 9i notafiile care apar ln manualele gcolare.

1. Dac[ I este o mullime nevid6, atunci orice funcfie bijectiv[ t:A+A se nu-

meite permutare a sa. Mullimea S(l) a tuturor permutlrilor mullimii l, lmpreun[ cu

operafia de compunere a func(iilor, se nume$te grupul simetric sau grupul substi'

tuliilor lui ,4.

Dac[ pentru ne N* avem mulfimea A={d'ct22..'tc'n}' atunci func1ia biiectivl

f :A->A, f (o)=atk,V fte{t,2,...,n} este bine determinat[de functia bijectivl

o:{1,2,...,m} + {!,2,...,r}, o(fr)=i,v ke{1,2,...,n1 9i reciproc' De aceea, este

suficient s[ studiem comportamentul permutdrilor mullimii {1,2,...,fl}, numite 9i

permutdri de grad m. Notlm cu E sau On mullimea permut[rilor de gfad z gi cu

litere mici grecegti elementele sale. $tim c[ S, are n ! elemente'

( t 2 3 n \
permutarea o€ S, se reprezint[ astfel: o = 

[ oirl oirl o(3) o@) ).
o fiind o tunc1ie bijectivl, avem: { o(1), o(2), '.., o(n)} = { 1,2, "',n} '

2. Pentnr n e N*, funcfia identic[ a multimii A=U,2,,..,n] se noteaz[ cu

"=(t 
2 3 ')- [l 2 3 n)

gi se numegte permutarea identicd de gradul n,

Deoarece multimea S, ={r} confine doar permutarea identicd, atunci cdnd nu vom

specifica altfel, vom considera, in tot capitolul, cd avem de a face cu mu[imea Sn , cu

n e N, n>2.
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3. Pentru i, j e {1,2,,..,n}, i*/, numim ffanspoziliepermutarea

"'=l 
i"'k"'i ').s

'-(r j k i .., n) n'

Transpozifia t, difer[ de permutarea identic[ doar pentru argumentele i gi r.
I i, k=i

Altfelspus, ly(k)=]i, r=i , k.u,2,,.,,nj.
lk, ke { i, iI

4. Uneori, transpozifiile se noteaz[ astfel: r, =(i,r) suu \ =(i, j) ,

5' Dac[ ze N* , operafia de compunere a funcliilor se definegte pentru orice dou6
permutlri din S,. O numimprodusul permutIrilor.

$tim cn produsul o.riclror dou[ permuttrri este tot o permutare.
Produsul permutlrilor este o opiralie asociativ[, permutarea identic[ este elementul

neutru al acesteia gi functia inveisl a oric[rei prn utari din ,g, este tot o permutare.
Mai mult, pentru n ) 3 , produsul permutfuilor este o opera{ie necomutativd.

6. Pentru oe ,S,, consider[m cA ooY- 
" 

.

Dacd, neN", atunci o-,!F,)-,. Mai mult,

7.Pentru i, je{1,2,...,r}, i* j, tr;i=7iii

8. Numlrul tuturor transpozitiilor de gradul n

cu doui elemente ale multimii A={1,2,...,n} .

gradul n.

9. Pentru i,je{1,2,...,n}, cu i* j, perechea (i,j) ." numegte inversiune a

permutirii oc S, , dac[ {':l
Lo(,) > o(/) '

Not[m cu z(o) num[ru] inversiunilorpermutlrii o.
Num[rul m(o) este mai mic sau egal dec6t num[ru] perechilor ordonate (i, j),

cu i, je{1,2,,,u } si l<7. Agadar, yn e N*, Voe.in, 0<z(o) =nrTr, .

10' Atenfie la faptul c[ la inversiuni notafia (t, i) reprezintl o pereche ordonatd
de numere naturale, pe c6nd transpozifia r,i=U, j) este o permutare, deci este o
funcfie.
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11. Num6fl e(o) = (-1)"(o) se numegte semnul (signaura) permutIrii oe s, .

Dac[ e(o) = 1, spunem c[ o este o permutare pard, iu dacl e(o) = -1, spunem

cE o este o permutare imPard,
Orice transpozifie este o permutare imparl.

t2.Dacdo€E, atunci e(o)= fl o(4-gfD'
t<7<l3n I -,

13.Dac[ n€ N* gi o,0e S,, atunci e(o'0)=e(o)'e(e).

14. Notlm cul, mulfimea permuttrrilor pare de gfadul n (gnrpul altem de gfadul z).

Mulfimea An are f; .t.rn nt 9i este stabilI fafl de produsul permutlrilor, adic[

V o, 0e ,4r, avem o'}e A,. Mai mult, ee An si Y oe An + o-t e An '

in cele ce urmeazl, vom defini ordinul unei permuttrri, o notiune cu care ne vom
intilni ln clasa a XII-a, in cazul general al stnrcturilor algebrice. Uneori, penffu ! Putea

determina mai ugor acest ordin, este bine s[ folosim descompunerea permutlrii lntr-un
produs de cicluri independente.

1.1. Definifle. Fie ke{2,..,,n} qi if i2,...,ir€{1,2,..., n } distincte.

permutarea (E,ir,...,,-)=[l 
.'..'. 

';, .'.'';, .'.'..'r; .'..'..':,::: 1) 
,. *o,. ete cictu de

lungime k.

emrr spus, o = (i, ir, ..., ir\ dacl o(i, ) = r, o (rr) = i3 s... t o (ir-) = iv o(ir) = \
gi vie {1,2,...,n}\{i,, i2'...'ikl, o(i)=;.

1.2. Exemplu. Avem t,, r, o)=[f : '- N. 
t u, 1,, r, o; =[] ', '- i i). O

1,,o,ry=[f :, i i). o si (1,4,r)*(r,3,4), deci este importantr ordinea

elementelor unui ciclu.

1.3. Observafie. Orice ffanspozifie este un ciclu de lungime 2.

Vom folosi de multe ori notafia 1,t=(i7) pentnr o transpozifie, pentru a nu

confunda permutarea precedenttr cu perechea ordonat[ de numere naturale (i, i) .

1.4. observafle. Pentru a scrie ciclul (i,ir,...,ir), putem folosi notafia

(i, ir,..,,1*, l, ) sau orice permutare circularl a componentelor ciclului'

De exemplu , (1,4,3)= (4,3,1)= (3, t, +)e sr .
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1.5. Observafie.
Inversulciclului ,=(\,i2,..,,i7,)e S, esteciclul c-l =(ir,ir_,,...,r,)e J,.

1.6. Definifie. Fie t, le{1,2,.,.,n} gi ciclurile cr=(\,i2,...,t)= S, Si

"r=(iviz,...,i,).5,, Spunemclciclurile slntindependente(disjtncte)dac[

{i, ir,..., io}n{1,, j2,..., j,} = @ .

1,7 . Propozifie. Fie ciclurile independente c1t c2 e ,i, . Atunci, c1 . c, = cz . cr .

1.8. Propozifie. Fie k e {1, 2,..., n} gi ciclul cr = (\, i2,,.., i1). S, .

Atunci, (i, ir, ..., io) = (t' i).(\,ir_r). ..,.(r.,, ir) ,

1.9. Consecinftr. Fie ke{1,2,...,n} 9i ciclul 
"=(\,i2,.,.,i.). S,.

Signatura sa este: e(c)= ,((i' tr, ...,i))= (-l)*" .

1.10. Propozifie. Orice pennutaxe din S, se poate descompune intr-un produs finit
de transpozitii.

Demonstralie.' Fie oe 
^S,. Vom demonstra afirmaliaprin inductie dup[ numlrul

m al acelor numere i e {1,2, . . ., n} pentru care o(i) * i (deci care nu sunt puncte
/xepenfru o).

Penffu m = O,toate elementele permutdrii o sunt fixe, deci e = e = (12)(12).
Fie freN, fr<n-|. Presupunem cI afirmafia este adevtrratl pentru toate per-

muttrrile din s, care au cel mult & puncte care nu sunt fixe. Fie oe^!, o permutare
care are &+l punctecarenusuntfixe,Fie je {L,2,..,,n} crto(i)= j*i.

Considerlmpermutarea o' =(i7)o. Fie /re {1, 2,,..,n} cu o(f) = i.
Avern ce o'(i)=i $i V le{t,2,..., n } \{i, k} , o,(t)=o(/). Aqadar, permutarea

o' are cel mult ft puncte care nu sunt fixe gi aplic0nd ipotez,ade inducfle, o putem
descompune intr-un produs de ilanspozilii. cum 6=(ti)o,, rentltd, c[ putem des-
compune gi o lnh-un produs de transpozifii. Din principiul induc{iei noetheriene
rezult[ concluzia.

l.ll.Exemplu.Descompunr* o=[' 2 3 4 5)
' (l 5 4 2 ,,it tt inprodus de tanspozifii:

Il=]1fi:n j de la stanga ladreapta, prima coloan[ care nu are elementele egale.
tn exemplul nostru este vorba despre cea de-a doua coloand,cdciavem o1i;=5,
irunu4im la stdnga permutarea initiald cu transpozi lia rrr. Obfinem:

_ (rz3 4s)frz3 4s)(r23 45)t" o=[r s 3 ^;)l;;;;;,J=[; ;;; i)=,,.
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beoare., in o, prima coloan[ care nu are elementele egale este cea de a treia qi

or(3) = 4 , inmul{im la stdnga egalitatea anterioar[ cu transpozilia rro;

(t 2 3 4 s)fl 2 3 4 s) (r 2 3 4 s)
trtc'trzs'o=[, 2 4l s,J[r z 4 s lJ=[r z 3 5 4)='o''
inmullind la stanga ultima relatie cu 134 oblinem: 1?o'\, 'o -- 7t+ ' to, , adic[

tzs. 
I

7zs,O=trgt'trts g 6=7zs'trsq'trqs,

1.12. Consecinltr.
Orice permutari para se poate descompune lnt'un numdr par de transpozifii.

Orice permutare impar[ se poate descompune intr-un num[r impar de transpozifii.

Demonstralie.. Se aplic[ propozitia 1.10 9i faptul c[ orice_ transpozitie esle impal[,

iar signatura produsului permutUrilor este egal[ cu produsul signaturilor acelor

permutlri.

1.13. Observafie. Mulfimea S, e generatd de mullimea transpozifiilor sale. Adic6,

orice permutare din 
^9, 

este un produs finit de transpozifii'

Deoarece (t, i)=(t, ;)(t, i )(1,r) , Y i,ie tL 2,...,n\ ct i * 7, permutdrile din

mullimea C, =i(1,2),(L3),..., (1, n)] genereaz[ 
^S,. 

Spunemc[mulJimea G, esteun

sistem de generatori Pentru ,S,.

Alte sisteme de generatori pentru ,S, sunt:

c, ={(L 2),(2,3),..., (n-r,n)} ei G, ={(t, 2),(r,2,..., n)}.

inh-adevlr, din faptul cdY ke{2,..,,n } , avem (1, ft-1)(ft-1, ft)(1, k'L)=(L f),
rezultd inductiv cd elementele lui G, le genereaz[ pe cele ale lui G,, deci pe toate

permutdrile din S,.

Deoarece Y ke {2,,,.,n-ll, (1, 2,...,n)'(fr -1, k)"(n,n-1,,,.,t) =(k, k +L),

rezult6 inductiv ed toate elementele lui G, sunt generate de cele ale lui Gg, a$adaf

aceast[ din urm[ mullime este un sistem de generatori al lui S, '

1.14. Propozifie. Pentru oriee permutare o€ ,S, exist[ fte N* astfel inc6t ok =e.

Demonsfiafie: Dacd o=e, atunci,evident, ft=l esteosolufie'

Dae6 o*e, atunci, deoareee pentru oriee meN* permutflrile 6,02,,,,o",,,. fac

pafre din mulfimea finit[ S,, rezult6 c6 existd i,7e N*' gu i<i, astfel tnc6t

o' =o/. oblinem: ot =oJ (+ o''e=ot'o'-' "J e=oJ-t gialegem 7s=j-le N-'

1.15. Definifie (ordinul unei permuttrri). Fie oc S,. Se numegte ordinul

permut[rii o cel mai mic numlr le N* astfel inc6t ot = e .
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1.16. Observafle. Ordinul permut[rii o€ S, se noteaz[ ord(o) .

Este evident cE dacd o€ S,, atunci ord(o) < n !.

Accepttrm fllrl demonstrafie (p6n[ in clasa a XII-a) urmItoarea:

1.17. Propozlfle, Dacd o€ E, atunci ord(o)ln !.

1.l8.Propozifie. FieoeS,,cu ord(o)=t $i keZ astfelca or =e.
Atunci, t l/r.

Demonstralie.' Din teorema lmpldirii cu rest, exist[ gi sunt unice lqez,
.-r=ffi, astfel lncdt k=t.kr*r. Avem e=ok =(o,)o,ci, =o,.

Deoarece 0(r<t qi t estecelmaimicnumtrrdin N" astfellnc6t ot=e, rezultd,
cL r=0, deci tlk.

1.19. Propozifie. Fie k e {2,. . ., n } Si ciclul c = (i' ir,.. ., + ) e S,.

Atunci, ord(c)= ft .

1.20. Propozifie. Fie o,te,s,, astfel lnc0t ot=to. Atunci, ordinul permutirii
ot este cel mai mic multiplu comun al ordinelor permutiirilor o gi t .

1.21. Propozifie. orice permutare oe 
^9, \{e} se poate descompune inh-un

produs de cicluri independente (disjuncte). Mai mult, aceast[ descompunere e unicl.
Demonstralie.' Se.folosegte aceeagi idee ca in propozilia 1.9., inmulfind la st6nga

permutarea o cu c'-t =c-', unde c =(i,ir,...,r,)e s, este ciclul permutirii o
pentru care \ este minim.

1.22.Exemprr.o=[1 ',^', : 
s 6 7 8 e\

[3 2 7 s 6 r , ; ;)=(rst)(+t)(soe)'
1.23. Observafie. Daci permutarea o€ S, este descompusd intr-un produs de

cicluri disjuncte, atunci ordinul permutirii o este cel mai mic multiplu comun al
ordinelor ciclurilor componente.

r.24.Exempru.Fie "=(1 :::: I ' | ?)=1,,2,s,3).(+,t,a).(2s1e34786)
Avem ord((t,z,s.3))=4 $i ord((e,e,6))=g, iarciclurile (1,2,5,t) 9i (+,1,0)
sunt independente, deci ord(o) =lZ.
1.25. Observafie. Putem considera, formal, c[ punctele fixe ale unei permutitri

oe S, , adicd acele numere ie{1,2,...,n} pentru care o(;)=i, sunt cicluri de lun_
gime l. Considerim cE aceste cicluri au ordinul L
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Cu aceast[ conventieo pentru orice oe S,, exist[ re N- gi ciclurile disjuncte

c12c2s,.,sc,, astfel lnc6t o=cr'cz',,,'c, gi ord(c,)+ord(cr)*.,.* ord(c,)=n.

1.26. Exemplu.

Avem ord((1, 3,9,4))=4, ord((2,8,6))=:, ora((s))= ord((5))= 1,

iar ciclurile (1,2,5,3) , (4,1, o), (s) qi (7) sunt disjuncte, deci ord(o) = 12

ei ord((1, 3,s, 4))+ ord((2, 8, 6)) + ora((s)) +ora((z)) = e .

1.27. Observafie (Cauchy). Pentru k1,k2,...,k,Q N, ne intereseazl c6te permu-

tiri existl in ,S, care s[ se poat[ descompune intr-un produs de tipul (kt, k2, ..., kn) ,

adic[ permut6ri care sE aib[ ( cicluri de lungime l, ft, cicluri de lungime 2, ..', kn

cicluri de lungime r gi toate aceste cicluri s[ fie disjuncte.

Agadar, trebuie s6 avem kr'l+ kr'2+...* k,'n=n .

Notdnd kn = rrt1, ku, + k, = fr2,,.,, k, * k, 1,.. * k, = m,, oblinem:

DacE glsirtr n-uplurile (m'mr,...,m,) cu proprietifile de dinainte, vom afla qi

tipurile de descompunere (ft,, k2, ....fr, ) posibile in S, ' Procedlm astfel:

a) Scriem toate z-uplurile (mr,ffi2,..,,mn), cu ttx1,t7t2s.,.,mne N, astfel inc6t

Cu ajutorul numerelor /n1e nt2t...,mn se determin[ lungimile (gi ordinele) ciclurilor

care apar intr-o permutare din 
^S, 

.

b) Calcul[m kr=ffi,-ffin-tt kz=ffin-t-ffi,-z,,.., k,-t- tn2 m, Si k,=rar $i ob-

finemr-uplul (ft,, k2,...,(). Deoareceavem ,=fi'k,, in^S, vorexistapermut[ri

care sI aibd tipul de descompunere (k* k2, . . ., O,) .' '

Cauchy a demonstrat cI num[rul tuturor permut6rilor din S, care sunt de tipul

(kt,k2,...,ft,) este:
n!

ktl, kzl' . , ,. k,!.lk' .24 . .... nrn

1.28. Exemplu. Determin6m toate tipurile de descompunere posibile in So 9i

permutlrile de tipurile respective.

Partitiile lui n = 4 sunt: (0, 0, 0, 4), (0, 0,2,2),(0, 0, 1, 3), (0, 1,1,2),(t, 1, 1, t) .

I. Pentru (rr\,ok,h,mo)=(0,0,0,4) oblinefr kt=ffic-ffit=4, kr- rn3 ffiz=0,

kt=ffi2-ffi: =0 Si h =fltt=0,

Algebri. Clasa a xl'a I 19
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Tipul de descompunere este (4,0,0,0), verificat doar de permutarea identic6.

II.Pentru (m1,m2,rr\trn4)=(0,0,2,2) oblinem kr=0, kz=2, kr=0 gi fro =g.
Tipul de descompunere este (qZqO), deci permutdrile hebuie sd fie produsul a

doud transpozifii disjuncte.
Permutlrile de acest tip sunt (t,Z)(1,4),(1,3)(2,4),(t,4)(2,3) .

III.Pentru (m1,m2,h,mo)-(0,0,1,3) obfinem kr=2, kz=1, ft, =0 Si kc=0.
Tipul de descompunere este (2,1,0,0), deci permutIrile de acest tip sunt cele 6

transpozifii: (t,z),(t,A), (t, +), (2,3),(z,q),(g,+) .

IV. Pentru (m,rfl2,rr\trn4)= (0, 1,1,2) ob{inem h =l , kz =0 , k, =l gi fto = g .

Tipul de descompunere este (1, 0, l, 0), deci permutlrile de acest tip sunt ciclurile
de lungime 3, in numlr de 8.

V. Pentru (m,m,rnstrn4) = (1, 1, 1, 1) oblinem k, =Q - k, = kt, gi fto = 1 .

Tipul de descompunere este (0,0,0,1), deci permutlrile de acest tip sunt ciclurile
de lungime 4, in numlr de 6.

Reunind permutlrile de cele 5 tipuri, oblinem toate permut[rile din So .

1.29. Definifie. Spunem cr permutiirile o, Be ^9, sunt conjugate daci existtr .re s,
astfel inc0t P = x-' . cr. r.

1.30. observafie. Dacd permuttrrile q, Be ,s, sunt conjugate, not6m aceasta cu
cr-B.

Se arat[ ugor c[ relafia de conjugare este o relalie de echivalent6 (reflexiv[,
simeilic[ 9i tranzitivl). Aceastd relafie va fi foarte folositoare in clasa a XII-a.

1.31. Propozifie. Doud permutlri din ,s, sunt conjugate dac[ gi numai dac6 au
aceeagi stuctur[ ciclic[ (acelagi tip de descompunere).

PROBLEME DE ANTRENAMENT

1.A.1. Demonstraficlnuexistl nGN, n Z3,astfellnc0t VocS,,o, =e,

Solutte: Alegemunciclu ce,l, delungime n-!,Du ord(c)=n-lln,deei cn *e.

1.A,2. Fie &e N, f > 2 . Determinali re ,Sr* astfel inc6t

*, =(t 2 3 4 ... 2k-3 zk-2 zk-t 2fr)
(3 4 s 6 zk-t 2k 2 1)',

20 | matematictr de excelenttr



Solulie: Avem de rezolvatecuafia x' = c, unde permutarea

"? 0, 3, 5, ..., 2k - 3, 2k - l, 2, 4, ..., 2k) esteun ciclu de lungime 2k.

Atunci, e(x'z)=(t(r))'=1, deci x2 esteopermutarepard,iar e(c)=(-1)'o-'=-1,

agadar c este o permutare impar[. in concluzie, eo7rtlia x' = c nu are solufii.

1.A.3. Fie ze N* gi fte {1,2,...,n}.
Demonstrati c5 functia f : s,-+5,, -f(o) = oo este surjectivd <+ k =l '

Solulie: Implica{ia ,, = " este evident6.

,,3,, presupunem c6 existi k e {2"..., z } pentru care funclia este surjectiv[.

Alegemuncicluce'S,delungimek'Avemf(")=co=e'deci/nuesteinjectiv['
Aqadar, f n's este surjectivd.

1.A.4. Fie H cSn, H +A, astfelincAt V o,xe H, o'te H. Ardta[i c6:

a) permutarea identicd ee H.
b) dac[ oe H, atunci o-t e H.

Solutrie: a) Fie oe11. Searat6prininducliec[ VkeN-, oo€11. MullimeaIl

fiind finit6, existd i,-/e N-, i<i. astfelincdt o' =o/, deci e=oi-i e H'

b) Daci o=eeH,afiinci 6-t=eeH.
Dacd oea\{e}, atunciexisti keN, ft>2, astfelincdt ok =e'

Obfinemc[ o-l =ok-l<_ H.

1.A.5.Ardtali cdYte{0,r,...,C:},in Sn exist[permutiricuexact I inversiuni.

solufie:permutarea 
"' 

=(l 
i "' n -2 n -1 ii -. cl in-' -[n n-l n+l-i ... 3 2 1)

versiuni. Vom demonstra ci dac[ glsim Oe ,S, care are k inversiuni, cu k=1,4,
atunci gdsim qi o permutare te S, care are k - 1 inversiuni. (1)

Fie Oe S, o permutare cu k=1,e, inversiuni. Atunci, exist[ un indice i=l,n-t
maxim astfel incdtperechea (i, i *1) este o inversiune a lui o.

["(,), ie{t,2,...,n}t{7,;+t}
Alegempermutarea re S,, t(;)=]o(r*1), i = i

l"(;)' ;= j +t

Permutarea r= o.(j,7+1) are toate inversiunile lui o, in afar[ de (i, i +1).

in (t) intocuimsuccesiv pe k ctnumerele C:,C: -1,...,1 qioblinemrezultatul.
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l.A.6.Arltati cdYneN-, I m(o)=i r:

solulie: a) Fiepermuterile o=r 1., 2 "' i "' i z '\

["(r) o(2) o(,) o(i) ,@))
, _, ( t 2 ... n+t-j n*l-i n'\

$r o'=["(,) 
o(n -r) o(i) o(,) 

"(t).]
Avem ce (i,i) esteinversiunein o a (n+l- j,n+l-i) n-uesteinversiuneh o',

li<i ln+l-i<n+l
caci 

{.i,1 , "trl 
(+ tffi.:i Asadar' m(o)+ m(o')=gz '

tmpr4immullimea t,^+ grupe (o,o') eioblinem" ;. *(fl=t.ci.

1,x7. Ariltatic[ penfu orice permutare oe s, \{e} gi penbu orice ,e N' astfel lnc0t

*(o)>t, existi r hanspozitii trr,12,..,,tr,eS, astfel lncdt m(tr....r,.o) =m(o)-t.
Eugen Pdltdnea

Solulie: Deoarece oG s, \{e}, putem alege un indice jr=l,n-L minim astfel inc6t

perechea (j, jr+l) esteoinversiunealui o.Fie z(o) =k2t.
Atunci, permutarea o, =(o(y,),o(1, +1))'o are toate inversiunile lui o, in afar[ de

=il

("lr , ,l, + l) , deci m(r, ' o) = m(o) -L .

Dac[ o, +e, alegem indicele jr=fi\, minim astfel inc6t perechea (j, jr+l)
este o inversiune a lui o. Permutarea o, = (o, (.1, ), o, (.1, + l)) .q .o are toate inver-

=12

siunile lui o, , in afarl de (i2,7, + 1) , deci m(r, .rr. o) = , (o) - 2. continulm pro-
cedeul 9i dup[ un numtrr finit de pagi oblinem rezultatul.

1.A.8. Se consider[ ze N, 223 gipermutarea oe S, cu o(t)=t gi o(Z)=2.
Atdtali c[ numtrnrl permutirilor pare din S, care comutd cu o este egal cu numunrl
permutlrilor impare din S, care comutI cu o.

Gabriela Burghelea,, c,M.g / 2012

Solulle: Not[m cu.FImullimea permut[rilor din ^9, care comutE cu o.
ObservEm mai tntti c[ dac[ a,pe H, aflrnci

(oF)o = cl(Po) Ycl(op) = (ao)pY(oo)F = o(qp) .
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Agadar, V cr, Be .FI = upe H. Mai mult, transpozitia (t,Z)e U.

Definimfunc{ia f :H -+tt , f (*)=(t,Z).x. Searat[uqor cdfestebijectiv[.

Mai mult, Y xe H, r(/(r))= -e(r).
Atunci, dacd xe H, avem: x estepermutarepari c+ /(x) estepermutareimpard.

Aqadar, numirul permutlrilor pare din.Il coincide cu cel al permut[rilor impare din 1L

1.A.9. Dacd x, xz, x3 e (t, Z) , demonshafi cd

v oe s,, t6lr= 
[. 

.*)(,,. *l[,, .*).,,

Solulie: Avem: V x e (1, 21 , x +? <3 (*).
x

Folosind inegalitatea mediilor, oblinem:
( z z 2\3

p=( *,*L)( -,.a..1[* * ' I ,.l*'* 
r'**'*-*,*;* *, l2r,- 

['-' 'o,,,)['' '",r,J[" xo,r,) I 3 
|[,

1.A.10.Determinafioes,astfe1inc0tVkei2,.,,,n},i#=+,

Dana Heuberger

Solufu: Pentru n=2, cele doulpermutfui din S, sunt solutii.

Pentru n23 si ke{3,...,n} oarecare, avem Y=J* =k-? gi,inlocuindin
fro(,)o(,+l) k-r

relatia din enun(, obfinem: -;, i^ =+-*
o(ft -l)o(ft) k k-l

Agadar, V/re {3, ,.,n}, o(ft-1).o(/r)= k.(k-l) ,

Oblinem c[ o(n -l) 'o(n)=n'(n-l) 9i cum o(n'1\'o(n) < n'(n-L\, egalitatea

I o(n-l)=r-l I o(n-l\=n
are loc dac[ 9i numai d..n 

toil =, r., 
to(n) ='n-1.

ln primul caz, oblinem o = e,

tn cazul al doilea, oblinem n,o(n-2)=(n-2)(n-L), adicd n 12, fals.
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PROBLEME DE OLIMPIADA

1.O.1. Fie n e NI, n >2. Determin ali xes, astfel rn"at *'=(1^ : 
n-l '').q2 3 ... , t)'

1.o.2. Pentru permutarea o€ ,s, , notim cu k cel mai mic exponent din N- astfel
incdt or = e $i definim functia

f,,{r,2,...,n}e N, f"(i)=o(i)+or(i)*...+oe (;).
a) Determinati oe S, pentru care funcfia f este constanti.
b) Determina{i oe ,So pentru care funcfia f este constantl.

Dana Heuberger

1.O.3. Fie p unnumirprimgi Gc,S, astfelincdt Vo,te G 3 o.teG.
Dacd' G confine o permutare de ordinulp gi o transpozi[ie, ardta\i c6 G = s p.

1.o.4. Fie ne N, n ) 2 si ke{0,1,...,n }. Notem cu p,(k) numrrul permutlrilor
din S, care au exact k puncte fixe. Ardta{i cd pn@) =t , p,(n- 1) = 0 qi

/ , -.a-i \

Vke{0, 1,...,ft-2}, p,(q=+l+-+....* l-') 
" 

i

' t![21 3! '"" (r-k)t)'
Reamintim cd, ie{0,1,...,n} esteunpunctfixallui oe ,S, <+ o(;)=;.

1.o.5. Fie n e N, n ) 2 si ke{0,1,...,n}. Notem w p,(k) num[rul permutdrilor

din S, care au exact k puncte fixe. Arita(i ce it. n^(k)= n1.
k=l

Olimpiada Internalionald de Matematicd, 1987

1.0.6. Fie neN, n )2 9i fteN.
Not6m cu q,(k) numIrul permutirilor din ,S, care au exact k inversiuni.

a) Arltati cd Q,*rUr)=iq,$-i).
/=0

(Daci avem k-7<0 sau k - jr'(n:l), atunciconsiderdm cd, q,(k-,r)=0.)"2
b) Calculafi q,(t), q,(z) si q,Q).

1.o.7. Fie n e N, n 23 si 4, c,g, mullimeatuturortranspoziliilordegradul n.
Daci A={tvtr,...,t,} e Tn este o mullime de transpozilii care il genereazd,pe ,S,,
ardta[i cd" m> n-l .
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1.O.8. Fie ne N , r 2 2. Not6m e\ P, numerul permuttrrilor din S, care au exact

doul inversiuni gi cu {, num[ru] permutlrilor Oe S, pentru care existl un singur

numEr ie{1,2,...,n-1} astfel incdt o(i)>o(,+1). Rezolva;i in mullimea nume-

relor naturale ecu,fia Qn =2* P'' 
constantin (Jrsu

1.O.9. Fie r>2 Si c uncicludelungime m>2 din S,.Fie a,=ck, cu /r€N*.

a) Ar6tali cA ord(a) =L, wde 4 =(m,k).

b) Arltali c[ o se poate scrie ca un produs de d cicluri disjuncte, fiecare av0nd

m
lunglmea -.
1.0.10. a) Demonstrali cd oricare ar fi 61 de permutiri din S, existl printre ele doui

care comut6.
b) Demonstrati c[ oricare ar fi 6l de permutlri din S, , existi prinhe ele doul care nu

comut6' 
Ion savu

1.0.11. Fie n e N, z 2 3. Pentru p =1,n, definim mullimile Ao ={1,2,...,n}\{p}

ti f, ={(a,b)e AoxArlacb}. Determinafi permut[rile oe S, astfel incit pentru

orice pe {t,2,...,n} s[avem I o(a)o(b)> I ab.
(a,b\eBo @,b\Bo

Manuela Prajea

soLUTrrLE PROBLEMELOR DE OLIMPIADA

1.S.1. Avem e(x'z)=(r(r))'=1, deci permutarea din membnrl drept trebuie s[ fre

par[, pentru ca ecua(ia x2 =6 s[ poati avea solufii.

t'* '3(; i .'.. ';' 1)=tt' 
2""'n) esteuncicludelungime n'deci

e(c)=(-t)'-' , rezultdcd n=2p+1, cu pe N*.

( t 2 ... p p+l p+2 2P 2P+l )tre 'r=[r(,) *(2) *(p) x(p+t) x(p+2) x(zp) x(zp+r)|

Fie i= L:2p. Dinipotez6, avem x(x(i))=i+1.
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Dacr x(t)=k<2p, arunci x(i+t)=x(x(x(i)))=r(r1r;) =k+t (1)

Not6m x(t)= a> 2 . Avem x(a)=x("r(t))= Z .

Presupunem cd alp+1. Din (1) rezult5 x(Z)=a+l,apoi x(S)= a+2 g.a.m.d.

DupE un numlr finit de pagi, oblinem ci x(a)=a*a-l=2a-1, contradicfie cu

x(a)=2. Asadar, a> p+2.
Dacdam ayea a=2p+1, atunci arrezurta z=x(x(t))=x(2p+r).

Apoi, x(2)=x(x(zp+r))Ir qidin (l) obtinemca.r(3) =Z=x(2p+l), fals.
Agadar, a<2p.
Oin (t) oblinem x(Z)=a+l,apoi x(S)= a+2 S.a.m.d,.

DupI un numdr finit de pagi, ob{inem cl x (2 p + 2 - a) = a + (2 p + I - a) = 2 p + I .--U-
Apoi, 2 p + t - o i *(*(2 p + 2 - ")) = x(2 p + t) si l1 x@Qp + t)) = *(2 p + 3 - a).

ip

Oblinem 2p+4-r=*(*(2p+3- a))=r(t) -a e q=p*2.
Folosind relalia (1) deducem c[ singura solutie este permutarea

,=( I 2 P P+l p+2 2p 2p+l)
\p+Z p+3 2p+t t 2 p p+t )'

1.S.2. a) Solu{iile sunt transpozilia (B) qi ciclurile de lungime 3.

b) SA observ[m ci permutarea identic[ nu este o solu{ie. Fie oe & t{r} .

1. Dac[ o = (i j) este o transp ozilie, atunci ord (o) = Z .

Pentru mt,m2e{L,2,3,4}\{i, j}, f,(mr)=2m, Si f"(mr)=2*r, deci funcfia f,
nu este constanti.
2. Dacd c=(i,i,k) esteuncicludelungime: qi {/} ={1,2,3,4}\{r, j,k},afinci
oblinem f"(i) = "f"(j) = -f"(k)= i + j + k =3t = .f"(l) = {i, j, t } ={1,2,3} sau

{i,i,t}={23,4}.
in primul caz, i+ j+k=6+12=3t, iar in cel de-al doilea, i+ j+k=9*3=31,
deci o nu este o solufie.
3. Dacd 6=(i i)(k/) cu {i, j,k,i}={1,2,3,4}, atunci ord(o)=2.
Dacd te{i, j}, atunci f"(t)=i+ j,iar dacd te{k,t} annci -f.(t)=k+1.
Agadar, f esteconstanti <+ i+ i =k+l a o=(t+)(23).
4. Dac6, o esteuncicludelungime 4,atunci ord(o)=4 $i

Vie {1, 23,4}, f"(i)=t+2+3+4=10.
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